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In [D] haben wir gezeigt, dal3 fur geeignete Moduln U tiber einer 
darstellungsendlichen Algebra A die Faktorkategorie A-mod/S lquivalent 
zu einer Unterkategorie der Form Sub Q ist, wobei Q ein injektiver Modul 
iiber einer weiteren Algebra B ist und 5 die Unterkategorie aller A-Moduln 
N mit Horn A( U, N) = 0 bezeichnet. Besonders bemerkenswert ist dabei der 
Fall, da13 U unzerlegbar ist und der Auslander-Reiten-K&her von A keinen 
gerichteten Zykel besitzt, weil sich dann B mit der Inzidenzalgebra einer 
urn ein griirjtes Element erweiterten geordneten Menge S identifizieren llI3t 
und Sub Q dadurch mit den Darstellungen von S iibereinstimmt. Im 
darstellungsendlichen Fall gibt es aber bis auf Isomorphie nur endlich viele 
aufrichtige, unzerlegbare Darstellungen von S, die M. M. Kleiner in [K] 
klassifiziert hat. 
B. Klemp and D. Simson haben diese Klassifikation in [KS] auf 
schursche, sp-darstellungsendliche, artinsche Spitzenringe mit 
Polynomidentitat verallgemeinert, wobei sich wiederum nur endlich viele 
Isomorphieklassen aufrichtiger, unzerlegbarer, sockelprojektiver Moduln 
ergeben. Da sich also eine ahnlich iibersichtliche Situation wie im Falle der 
Darstellungen geordneter Mengen ergibt, erscheint es sinnvoll, such unsere 
Ergebnisse auf artinsche Ringe zu verallgemeinern, wobei wir noch zusatz- 
lich gegeniiber [D] eine Verbesserung erhalten, indem wir nur mehr die 
Darstellungsendlichkeit von A-mod/B fordern. 
Wir fassen zunachst die Voraussetzungen aus [D] zusammen. Unser 
Ausgangspunkt ist ein Modul U aus der Kategorie A-mod aller endlich 
erzeugten A-Linksmoduln iiber einem artinschen Ring A, der die 
Gleichungen Ext A( U, Sub U) = 0 = Ext A( U, Fat U) erftillt. Die volle 
Unterkategorie 5 aller Moduln N in A-mod mit Horn A( U, N) = 0 induziert 
gemHI [AR] eine Faktorkategorie A-mod/g, deren Isomorphieklassen 
unzerlegbarer Objekte in Bijektion zu den Isomorphieklassen unzerlegbarer 
Moduln in A-mod8 stehen, wobei A-mod8 die volle Unterkategorie aller 
Moduln M in A-mod bezeichnet, bei denen Hom,( U, M’) # 0 fur jeden 
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unzerlegbaren direkten Summanden M’ von M gilt. 1st also A-mod/g 
darstellungsendlich, so konnen wir ein endliches vollstandiges, unver- 
kiirzbares Reprasentantensystem W,, . . . . W, der Isomorphieklassen 
unzerlegbarer Moduln in A-mod% wahlen. Dabei wird die Indizierung so 
durchgefuhrt, da13 genau die ersten n Moduln W, die Eigenschaft 
Ext A( W,, Fat U) = 0 besitzen. Wenn wir nun doch darauf achten, dal3 iJ 
keine isomorphen unzerlegbaren direkten Summanden hat, dann konnen 
wir ferner davon ausgehen, daB U = @y=, W, fiir ein m < n gilt. 
Urn nun eine Verallgemeinerung von Satz 3.3 aus [D] formulieren zu 
konnen, bezeichnen wir mit B den Faktorring des Endomorphismenrings 
des A-Moduls V := @:=, W, nach dem Idea1 B( V, V) aller Endomor- 
phismen, die iiber einen Modul aus 3 faktorisieren, und mit o das durch 
den Summanden U von V induzierte Idempotent von B. 
SATZ. Ist A-mod13 darstellungsendlich, dann isl B ein artinscher Ring 
und es gibt eine Aquivalenz zwischen A-mod/s und der vollen Unterkategorie 
B-mod w aller endlich erzeugten B- Linksmoduln X mit Ann X( Bo B) = 0. 
Beweis. Wir bemerken zunlchst, daB sich die Methode der U-Faser- 
summen ohne grol3e Schwierigkeiten ubertragen la& sowie, daI3 fiir die 
Giiltigkeit von Satz 3.2 aus [D] die Nilpotenz des Radikals der 
Underkategorie A-mod a ausreicht, was wegen der Darstellungsendlichkeit 
von A-mod/S offenbar der Fall ist. 
Es bleibt also nur mehr zu zeigen, da0 B artinsch ist. Mit W := @ :=, W, 
und C := End,( W)/s( W, W) erhalten wir aber B aus C durch Heran- 
multiplizieren eines geeigneten Idempotents von beiden Seiten, so daI3 
es geniigt zu zeigen, daD C artinsch ist. Als Faktorring eines 
Endomorphismenrings eines endlich erzeugten Moduls iiber einem 
artinschen Ring ist C aber bereits semiprimar, das heil3t C hat einen 
halbeinfachen Radikalfaktorring und nilpotentes Radikal, so daB nur mehr 
sicherzustellen bleibt, daO Rad C/Rad* C auf beiden Seiten ein endlich 
erzeugter C/Rad C-Modul ist. Dieser Bimodul ist aber isomorph zu 
rad A( C, C)/rad :( C, C), wobei rad “(-, -) das Radikal der Kategorie A-mod 
bezeichnet. Letztlich bleibt somit zu beweisen, da13 fur jedes Paar 
i,jE { 1, . . . . r} der Bivektorraum rad,( W,, W,)/rad:( W,, W,) iiber den 
Schiefkiirpern End A( W,)/Rad End A( W,) und End A( W,)/Rad End A( W,) 
jeweils endlichdimensional ist. 
Aus Symmetriegriinden fiihren wir nur die Annahme, daI3 die 
End A( W,)/Rad End A( W,)-Dimension unendlich ist zum Widerspruch. Es 
gibe dann namlich zu jeder natiirlichen Zahl t einen irreduziblen 
Homomorphismus f,: W,-+ W;. Fur geniigend groBes s waren all f, mit 
I 2 s sicher Monomorphismen, deren unzerlegbare Kokerne in A-mod, 
lagen. Wir hatten also eine unendliche Familie paarweise nicht isomorpher 
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unzerlegbarer Moduln in A-mod a, was der Darstellungsendlichkeit von 
A-mod/B widersprache. 
In [Sl, S2, S33 fiihrt D. Simson einige Klassen von Ringen und 
Unterkategorien ein. Es 1aBt sich leicht feststellen, unter welchen 
Voraussetzungen B und B-mod (I) in die jeweiligen Klassen fallen. Wir 
sollten jedoch zuvor anmerken, dab wir A-Modulhomomorphismen rechts 
vom Argument schreiben. 
Bemerkung. (a) B ist genau dann schursch, wenn fur alle i = 1, . . . . n 
der Faktorring End( W,)/g( W,, W,) ein Schiefkorper ist. 
(b) Setzt man V’:=$;..,,+, W, und gilt Horn A( Y’, I/) G g( I”, I/), 
so ist B links wBo-gespurt (vgl. [S3]). 
(c) 1st End,( W,) fur alle i= I, . . . . m ein Schiefkorper und gilt 
Hom,( W,, W,)=O fur alle i,j= 1, . . . . m mit i#h so ist B ein 
Linksmultispitzenring, wobei die unzerlegbaren direkten Summanden von 
Eo die Spitzen liefern. Ferner gilt B-mod, = B-mod,, (vgl. [S2]). 
(d) 1st U unzerlegbar und End,( c’) ein Schiefkorper, so ist B ein 
Linksspitzenring mit Spitze Bw und es gilt B-mod, = B-mod,, (vgl. [Sl 1). 
Erfiillt A eine Polynomidentitat, dann ist dies nach [P], Theorem 111.3.2 
ebenfalls fur B der Fall und wir erhalten mit obigem Satz und Bemerkung 
(d) eine Verallgemeinerung von Folgerung 3.7. aus [D]: 
FOLGERUNG. Ist A ein artinscher PI-Ring, A-mod/s darstellungsendlich, 
U unzerlegbar und End A( W,)/s( W,, W,) ein Schiejlciirper fir alle i = I, . . . . n, 
so ist B ein schurscher, artinscher Linksspitzenring mit Polynomidentitiit und 
es gibt eine ;iquioalenz zwischen A-mod/S und B-mod., = B-mod,,. 
Unter den Voraussetzungen der obigen Folgerung kann man also mit 
Hilfe von [KS] die Struktur von A-mod/s 1 B-mod, als weitgehend 
gekliirt betrachten. Es erscheint ferner bemerkenswert, dab sich 3.7. aus 
[D] sofort aus der obigen Folgerung ableiten la& indem man mit 
Theorem A, (b) aus [KS] feststellt, da13 die Weite von B den Wert 3 nicht 
iiberschreiten darf, und dann Lemma 2.2 aus [D] anwendet. 
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